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Espace des modules
des faisceaux de rang 2 semi-stables
de classes de Chern c1 = 0, c2 = 2 et c3 = 0
sur la cubique de P4
Ste´phane Druel
1. Introduction
(1.1) Soient X ⊂ P4 une hypersurface cubique lisse et ℓ ⊂ X une droite de P4. Soit Xℓ la varie´te´
obtenue en e´clatant ℓ dans X . La projection le long de ℓ induit un morphisme Xℓ
p
−→ P2 dont les fibres
sont les coniques qui sont coplanaires avec ℓ. Lorsque la droite ℓ est ge´ne´rique les fibres de p sont lisses
ou re´union de deux droites distinctes. Le lieu de de´ge´ne´rescence de p est alors une courbe plane lisse et
connexe C0 de degre´ 5. Soit C la varie´te´ des droites contenues dans X et incidentes a` ℓ. Le morphisme
C −→ C0 est un reveˆtement e´tale double connexe. Soit i l’involution e´changeant les deux feuillets dudit
reveˆtement et notons encore i l’automorphisme induit sur la jacobienne JC. La varie´te´ de Prym associe´e
au reveˆtement (C,C0) est alors P = (Id − i)JC. C’est une varie´te´ abe´lienne principalement polarise´e
de dimension 5. Soient A1(X) le groupe des 1-cycles alge´briques modulo l’e´quivalence rationnelle et
A ⊂ A1(X) le sous-groupe des cycles alge´briquement e´quivalents a` ze´ro. L’application qui a` t ∈ C as-
socie la classe de la droite correspondante zt ⊂ Xℓ dans A induit un isomorphisme de groupes P ≃ A.
On de´montre que pour toute varie´te´ lisse T de dimension pure n ≥ 1 et tout n + 1-cycle z sur X × T
l’application d’Abel-Jacobi qui a` t ∈ T associe la classe du cycle zt − zt0 dans P , ou` t0 ∈ T est fixe´, est
alge´brique ([Mu]). La jacobienne interme´diaire de X est de´finie par :
J(X) = (H2,1(X))∗/α(H3(X,Z))
ou` α est l’application donne´e par inte´gration sur les cycles. C’est une varie´te´ abe´lienne principalement
polarise´e de dimension 5 isomorphe a` la varie´te´ de Prym. Via cet isomorphisme, l’image du cycle zt− zt0
par l’application d’Abel-Jacobi est la forme line´aire donne´e par inte´gration sur le cycle Γ modulo le groupe
α(H3(X,Z)) ou` ∂Γ = zt − zt0 . On de´montre enfin que l’application d’Abel-Jacobi induit un plongement
de la surface de Fano de X dans J(X).
(1.2) Soient (X,OX(1)) une varie´te´ polarise´e de dimension n ≥ 1 et E un faisceau cohe´rent sur
X de rang r. La pente µ(E) de E est de´finie par la formule :
µ(E) =
c1(E)c1(OX(1))
n−1
r
Le faisceau E est dit µ-semi-stable (resp. semi-stable) s’il est sans torsion et si pour tout sous-faisceau
L ⊂ E de rang 0 < r′ < r on a µ(L) ≤ µ(E) (resp. χ(L(n))
r′
≤ χ(E(n))
r
pour n ≫ 0). Il est dit µ-stable
(resp. stable) s’il est sans torsion et si pour tout sous-faisceau L ⊂ E de rang 0 < r′ < r on a µ(L) < µ(E)
(resp. χ(L(n))
r′
< χ(E(n))
r
pour n≫ 0). On a les implications suivantes :
µ-stable =⇒ stable =⇒ semi-stable =⇒ µ-semi-stable
Supposons enfin Pic(X) ≃ Z et soit F un faisceau re´flexif de rang 2 sur X , de premie`re classe de Chern
c1(F ) = 0 ou c1(F ) = −1. Alors F est stable si et seulement si h
0(F ) = 0 et si c1(F ) = 0 alors F est
semi-stable si et seulement si h0(F (−1)) = 0 ([H2] lemme 3.1).
(1.3) Soient X ⊂ P4 une hypersurface cubique lisse et OX(1) le ge´ne´rateur tre`s ample de Pic(X).
Les Z-modules H2(X,Z), H4(X,Z) et H6(X,Z) sont libres de rang 1. On identifie ainsi les classes de
Chern d’un faisceau cohe´rent sur X a` des entiers relatifs. Nous e´tudions ici l’espace des modules des
faisceaux semi-stables de rang 2 sur X . Nous de´montrons le :
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The´ore`me 1.4.−Soient X ⊂ P4 une hypersurface cubique lisse et B la surface de Fano de X. Alors
l’espace des modules MX des faisceaux semi-stables de rang 2 sur X de classe de Chern c1 = 0, c2 = 2
et c3 = 0 est isomorphe a` l’e´clatement d’un translate´ de la surface −B dans la jacobienne interme´diaire
J(X).
(1.5) Soit X une varie´te´ projective lisse de dimension au moins 2 et E un fibre´ vectoriel de rang
2 sur X . S’il existe une section globale dont le lieu des ze´ros Y est de codimension pure 2 alors on a une
suite exacte ([H1]) :
0 −→ OX −→ E −→ IY ⊗ det(E) −→ 0
(1.6) Fibre´s de rang 2 et construction de Serre.− Supposons X de dimension au moins 3. Soit L
un fibre´ inversible sur X tel que h1(L−1) = 0 et h2(L−2) = 0 et soit Y ⊂ X un sous-sche´ma ferme´ de
codimension pure 2. On a un isomorphisme Ext1X(IY ⊗ L,OX) = H
0(OY ). Le sous-sche´ma Y est le lieu
des ze´ros d’une section d’un fibre´ E de rang 2 sur X de de´terminant L si et seulement si Y est localement
intersection comple`te et ωY = (ωX ⊗ L)|Y .
(1.7) Soit X ⊂ P4 une hypersurface cubique lisse. Nous montrons que les fibre´s vectoriels stables
sont associe´s aux quintiques elliptiques normales trace´es sur X par la construction de Serre (2.4), au
moyen du :
(1.8) Crite`re de Mumford-Castelnuovo.−Soit F un faisceau cohe´rent sur une varie´te´ projective X
tel que hi(F (−i)) = 0 pour i ≥ 1. Alors hi(F (k)) = 0 pour i ≥ 1 et k ≥ −i et F est engendre´ par ses
sections globales ([Mum] lect. 14).
(1.9) Soit X ⊂ P4 une hypersurface cubique lisse. Nous montrons que les faisceaux stables non
localement libres sont parame´tre´s par les coniques lisses trace´es sur X et que les faisceaux strictement
semi-stables sont parame´tre´s par les couples de droites de X (3.5). Nous montrons enfin que la seconde
classe de Chern de´finit un morphisme vers la jacobienne interme´diaire J(X). Ce morphisme est bira-
tionnel ([I-M]) et identifie MX a` l’e´clatement d’une surface lisse dans J(X) (4.8).
(1.10) Soient F un faisceau cohe´rent sur un sche´ma X et Y ⊂ X un sous-sche´ma ferme´. La re-
striction de F a` Y sera note´e FY .
Remerciements.−Je tiens a` exprimer toute ma gratitude a` Arnaud Beauville pour m’avoir soumis
ce proble`me et pour l’aide qu’il m’a apporte´e. Je remercie e´galement le referee pour ces nombreuses
remarques et pour avoir releve´ une erreur dans la preuve de la proposition 3.1.
2. Fibre´s de rang 2 stables sur la cubique de P4
Lemme 2.1.−Soient X ⊂ PN une varie´te´ de dimension n ≥ 2 et E un fibre´ de rang 2 µ-semi-stable
de premie`re classe de Chern c1(E) = 0. Si h
0(E) 6= 0 alors le lieu des ze´ros d’une section globale non
nulle est de codimension pure 2 ou bien ladite section ne s’annule pas et c2(E) = 0.
De´monstration.−Le fibre´ E est de rang 2 et toute section non triviale s’annule donc en codimension
au plus 2 ou bien ne s’annule pas. S’il existe une section partout non nulle alors E est extension de OX
par L avec c1(L) = 0 et c2(E) = 0. Supposons qu’une section de E s’annule en codimension 1 et soit D la
partie de codimension 1 du lieu des ze´ros de ladite section. On a ainsi h0(E(−D)) 6= 0 et µ(OX(D)) ≤ 0
puisque E est semi-stable. Or D est effectif et on a donc D = 0. 
Lemme 2.2.−Soient S ⊂ P3 une surface cubique lisse et E un fibre´ de rang 2 µ-semi-stable de classes
de Chern c1(E) = 0 et c2(E) = 2. Si h
0(E) = 0 alors h1(E(n)) = 0 pour n ∈ Z et h2(E(n)) = 0 pour
n ≥ −1. Si h0(E) 6= 0 alors h0(E) = 1, h1(E(n)) = 0 pour n ≤ −2 et n ≥ 1, h1(E(−1)) = h1(E) = 1 et
h2(E(n)) = 0 pour n ≥ 0.
De´monstration.−Supposons h0(E) = 0.−On a h1(E) = h0(E) = 0 puisque h2(E) = h0(E(−1)) = 0
et χ(E) = 0. On a enfin h2(E(−1)) = h0(E) = 0. Finalement hi(E(1 − i)) = 0 pour i ≥ 1 et le lemme
est une conse´quence de (1.8).
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Supposons h0(E) 6= 0.−Le fibre´ E est semi-stable et le lieu des ze´ros d’une section globale non nulle est
donc de codimension pure 2 (2.1). On a donc une suite exacte (1.5) :
0 −→ OS −→ E −→ IZ −→ 0
ou` Z est un sous-sche´ma ferme´ de dimension 0 et de longueur 2. On en de´duit en particulier h0(E) = 1
et h1(E) = 1 puisque h2(E) = h0(E(−1)) = 0 et χ(E) = 0. L’application naturelle H0(OS(1)) −→
H0(OZ(1)) est surjective puisque ℓ(Z) = 2 et on a donc h
1(IZ(1)) = 0. On en de´duit h
1(E(1)) = 0.
Finalement hi(E(2 − i)) = 0 pour i ≥ 1 et le lemme est une conse´quence de (1.8). 
Lemme 2.3.−Soient S ⊂ P3 une surface cubique lisse et E un fibre´ de rang 2 µ-semi-stable de classes de
Chern c1(E) = 0 et c2(E) = 1. Si h
0(E) 6= 0 alors h0(E) = 1, h1(E(n)) = 0 pour n ∈ Z et h2(E(n)) = 0
pour n ≥ 0.
De´monstration.−Le fibre´ E est semi-stable et le lieu des ze´ros d’une section globale non nulle est donc
de codimension pure 2 (2.1). On a une suite exacte (1.5) :
0 −→ OS −→ E −→ IZ −→ 0
ou` Z est un point de S. On en de´duit h0(E) = 1. La suite exacte :
0 −→ OS(n) −→ E(n) −→ IZ(n) −→ 0
donne h1(E(n)) = 0 pour n ≥ 0 puisque h1(OS(n)) = 0 et h
1(IZ(n)) = 0 pour n ≥ 0. On en de´duit
h1(E(n)) = h1(E(−n− 1)) = 0 pour n < 0. On a enfin h2(E(n)) = h0(E(−1− n)) = 0 pour n ≥ 0. 
The´ore`me 2.4.−Soient X ⊂ P4 une cubique lisse et E un fibre´ de rang 2 stable de classes de Chern
c1(E) = 0 et c2(E) = 2. Alors E(1) est engendre´ par ses sections globales.
De´monstration.−Soit S ∈ |OX(1)| une section hyperplane ge´ne´rique de X tel que le fibre´ ES soit µ-
semi-stable relativement a` la polarisation OS(1) ([M] thm. 3.1).
Supposons h0(ES) = 0.−Il suffit de prouver h
i(E(1 − i)) = 0 pour i ≥ 1 (1.8). Conside´rons la suite
exacte :
0 −→ E(n− 1) −→ E(n) −→ ES(n) −→ 0
On a h1(E(n)) ≤ h1(E(n − 1)) puisque h1(ES(n)) = 0 pour n ∈ Z (2.2). On en de´duit h
1(E(n)) = 0
pour n ∈ Z puisque h1(E(n)) = 0 pour n ≪ 0 puis h2(E(n)) = 0 pour n ∈ Z. On a enfin h3(E(−2)) =
h0(E) = 0.
Supposons h0(ES) 6= 0 et montrons que nous aboutissons a` une contradiction.−Le fibre´ E(2) est alors
engendre´ par ses sections globales. Il suffit en effet de prouver hi(E(2 − i)) = 0 pour i ≥ 1 (1.8).
Conside´rons a` nouveau la suite exacte :
0 −→ E(n− 1) −→ E(n) −→ ES(n) −→ 0
On a h1(E(n)) ≤ h1(E(n − 1)) pour n ≤ −2 puisque h1(ES(n)) = 0 pour n ≤ −2 (2.2). On en
de´duit h1(E(−n)) = 0 pour n ≥ 2 puisque h1(E(n)) = 0 pour n ≪ 0. Calculons h1(E(1)). On a
h2(E) = h1(E(−2)) = 0 et h3(E) = h0(E(−2)) = 0. Puisque χ(E) = 0 on a donc h1(E) = 0 et la suite
exacte :
0 −→ E −→ E(1) −→ ES(1) −→ 0
entraˆıne h1(E(1)) = h1(ES(1)) = 0 (2.2). On a enfin h
3(E(−1)) = h0(E(−1)) = 0. Le fibre´ E(2) est
donc engendre´ par ses sections globales.
Si l’une des sections du fibre´ E(2) est partout non nulle alors E(2) est isomorphe au fibre´ OX(2) ⊕
OX(−2) et c2(E) = −12 ce qui est absurde. On a donc une suite exacte (1.5) :
0 −→ OX(−4) −→ E(−2) −→ IC −→ 0
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ou` C ⊂ X est une courbe lisse de degre´ c2(E(2)) = 14. On a h
1(IC) = 0 et la courbe C est donc connexe.
On a ωC = OC(2) (1.6) et g(C) = 15. Enfin, la courbe C est non de´ge´ne´re´e puisque le fibre´ E est stable.
Calculons h0(OC(1)). La suite exacte :
0 −→ OX(−3) −→ E(−1) −→ IC(1) −→ 0
entraˆıne l’e´galite´ h1(IC(1)) = h
1(E(−1)) puisque h1(OX(−3)) = 0 et h
2(OX(−3)) = 0. La suite exacte :
0 −→ E(−2) −→ E(−1) −→ ES(−1) −→ 0
donne h1(E(−1)) = h1(ES(−1)) = 1 (2.2) puisque h
1(E(−2)) = 0 et h2(E(−2)) = h1(E) = 0. On a
donc h1(IC(1)) = 1. On de´duit de la suite exacte :
0 −→ IC(1) −→ OX(1) −→ OC(1) −→ 0
que h0(OC(1)) = 6 puisque h
0(IC(1)) = 0 et h
1(OX(1)) = 0. La courbe C est donc la projection dans
P4 d’une courbe de Castelnuovo de P5 et le lemme 2.5 fournit la contradiction cherche´e. 
Lemme 2.5.−Soit C ⊂ P5 une courbe non de´ge´ne´re´e de genre 15 et de degre´ 14 (courbe de Casteln-
uovo). Soit O ∈ P5 (O 6∈ C) tel que la projection a` partir de O induise un plongement de C dans P4.
L’image de C dans P4 n’est alors contenue dans aucune cubique lisse.
De´monstration.−La courbe C est contenue dans une surface irre´ductible S ⊂ P5 de degre´ 4. Ladite
surface S et la courbe C sont ([A-C-G-H]) :
ou bien
• la surface de Veronese et C est l’image d’une courbe plane de degre´ 7 par le plongement de Veronese,
ou bien
• l’image de S2k = PP1(OP1⊕OP1(−2k)), k ∈ {0, 1, 2}, par le morphisme ϕk associe´ au syste`me line´aire
|C0+(k+2)f | et C ∈ |4C0+(4k+6)f |, ou` C0 est la section associe´e au fibre´ naturel OS2k(1) (C
2
0 = −2k)
et f une ge´ne´ratrice de la surface re´gle´e S2k. Pour k ∈ {0, 1} le morphisme ϕk est un plongement ferme´,
S = ϕ2(S4) est un coˆne au-dessus d’une courbe rationnelle lisse de degre´ 4 et le morphisme ϕ2 s’identifie
a` l’e´clatement de ϕ2(S4) en son sommet.
Notons π la projection conside´re´e et π(S) l’image de S par l’application rationnelle π. Si π(S) est de
dimension 1 alors S est un coˆne au dessus de C isomorphe a` ϕ2(S4) ce qui absurde puisque g(C) ≥ 1. La
varie´te´ π(S) est donc de dimension 2. Si S est un coˆne alors son sommet et le point de projection sont
donc distincts.
Supposons la courbe C ⊂ P4 contenue dans une cubique lisse X et notons X ⊂ P5 le coˆne de sommet
O et de base X .
Supposons que la cubique X ne contienne pas la surface S. L’hypersurface X de´coupe alors sur S
une courbe de degre´ 12 et ne peut donc pas contenir la courbe C. La cubique X contient donc la surface
S. On en de´duit en particulier que π(S) ⊂ X .
Supposons O ∈ S. Si S est l’une des deux surfaces ϕk(S2k) avec k ∈ {0, 1, 2} alors la ge´ne´ratrice
f passant par O est contracte´e par π. Or C.f = 4 et π ne peut donc pas induire un plongement de C
dans P4. Si S est la surface de Veronese alors l’application rationnelle P2 99K P4 obtenue est de´finie par
le syste`me line´aire des coniques passant par un point. Ce syste`me line´aire induit un plongement de la
surface de Hirzebruch F1 dans P
4 dont l’image est une surface de degre´ 3. Or F1 ⊂ X et ladite surface
est un diviseur de Cartier associe´ au fibre´ OX(l) ou` l est un entier convenable. Son degre´ est donc 3l.
On en de´duit que la surface π(S) est une section hyperplane de X , ce qui est absurde.
Il nous reste a` traiter le cas ou` O /∈ S. Notons d le degre´ de π. La surface π(S) est donc de degre´ 4
d
.
C’est un diviseur de Cartier associe´ au fibre´ OX(l) ou` l est un entier convenable. Son degre´ est donc 3l
ce qui constitue la contradiction cherche´e puisque l’e´galite´ 3ld = 4 est impossible avec l et d entiers. 
Corollaire 2.6.−Le fibre´ E est associe´ a` une quintique elliptique lisse non de´ge´ne´re´e par la construc-
tion de Serre.
De´monstration.−Il est donne´ par l’extension (1.5) :
0 −→ OX(−2) −→ E(−1) −→ IC −→ 0
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ou` C est une courbe lisse. On a en particulier h1(IC) = 0 et la courbe C est donc connexe. On a
ωC = OC (1.6) et la courbe C est donc une courbe elliptique de degre´ c2(E(1)) = 5. Enfin la courbe C
est line´airement normale puisque E est stable. 
3. Faisceaux de rang 2 semi-stables sur la cubique de P4
Proposition 3.1.−Soient X une cubique lisse de P4 et E un faisceau de rang 2 semi-stable de classes de
Chern c1(E) = 0, c2(E) = 2 et c3(E) = 0. Soit F le bidual de E. Alors ou bien E est localement libre ou
bien F est localement libre de seconde classe de Chern c2(F ) = 1 et h
0(F ) = 1 ou bien F = H0(F )⊗OX .
De´monstration.−Soit S ∈ |OX(1)| une section hyperplane ge´ne´rique telle que ES soit µ-semi-stable
relativement a` la polarisation OS(1) ([M] thm 3.1) et telle que FS soit isomorphe au bidual de ES . Le
faisceau F est µ-semi-stable. Le faisceau FS est localement libre de rang 2 et µ-semi-stable de premie`re
classe de Chern c1(FS) = 0 ([H2]). Notons R le conoyau de l’inclusion canonique E ⊂ F . Le faisceau E
est sans torsion et R est de dimension au plus 1. On a les formules c2(FS) = c2(ES)+c2(RS) = 2− ℓ(RS)
et χ(FS) = ℓ(RS). On en de´duit la relation h
0(FS) = h
1(FS)+ ℓ(RS) puisque h
2(FS) = h
0(FS(−1)) = 0.
Supposons h0(FS) ≥ 1. Le lieu des ze´ros d’une section non nulle est ou bien vide ou bien de codimension
pure 2 (2.1). S’il est vide alors le fibre´ FS est trivial et s’il est de codimension pure 2 alors h
0(FS) = 1.
On a donc ℓ(RS) ∈ {0, 1, 2} et c2(FS) ∈ {0, 1, 2}.
Conside´rons la suite exacte de restriction a` une section hyperplane :
0 −→ F (n− 1) −→ F (n) −→ FS(n) −→ 0
On a h1(FS(n)) = 0 pour n ≤ −2 et n ≥ 1 (2.2 et 2.3). On en de´duit h
1(F (n − 1)) ≥ h1(F (n)) pour
n ≤ −2 et h2(F (n − 1)) ≤ h2(F (n)) pour n ≥ 1. Or h1(F (n)) = 0 pour n ≪ 0 ([H2] thm. 2.5) et
h2(F (n)) = 0 pour n≫ 0 et on a donc h1(F (n)) = 0 pour n ≤ −2 h2(F (n)) = 0 pour n ≥ 0. On a enfin
h3(F ) = h0(F ∗(−2)) = h0(F (−2)) = 0 ([H2] prop. 1.10) et h0(F ) ≤ h0(FS).
Supposons ℓ(RS) = 0−Alors c2(F ) = 2 et χ(F ) =
c3(F )
2 . On en de´duit la formule
c3(F )
2 = h
0(F )−h1(F ).
Or c3(F ) ≥ 0 ([H2] prop. 2.6) et h
0(F ) ≤ h0(FS) ≤ 1 et on a donc c3(F ) = 0 ou 2.
Si c3(F ) = 0 alors les faisceaux E et F sont canoniquement isomorphes et localement libres ([H2]
prop. 2.6).
Si c3(F ) = 2 alors h
0(F ) = 1 et h1(F ) = 0. Le faisceau R est donc de dimension 0 et ℓ(R) =
χ(F ) − χ(E) = 1. On a donc R = k(p) avec p ∈ X . Puisque h0(F ) = 1 on a un morphisme non nul
OX −→ F . De plus, χ(E(n)) = n
3+3n2+2n et χ(OX(n)) =
n3
2 +
3n2
2 +2n+1 et on en de´duit h
0(E) = 0
puisque E est semi-stable. Le morphisme induit OX −→ R est donc non nul. Il est surjectif et induit une
inclusion Ip ⊂ X . Or χ(Ip(n)) =
n3
2 +
3n2
2 + 2n ce qui est en contradiction avec la semi-stabilite´ de E.
Supposons ℓ(RS) ≥ 1. On a donc h
0(FS) ≥ 1. Le lieu des ze´ros d’une section globale non nulle est
ou bien vide ou bien de codimension pure 2 (2.1).
Supposons qu’il existe une section non nulle de FS dont le lieu des ze´ros est de codimension pure
2. Alors h0(FS) = 1. On en de´duit h
1(FS) = 0 puis ℓ(RS) = 1 et c2(F ) = 1. On en de´duit l’ine´galite´
χ(F ) = h0(F )− h1(F ) = 1 + c3(F )2 ≤ 1− h
1(F ). Puis c3(F ) = 0 puisque c3(F ) ≥ 0 ([H2] prop. 2.6). Le
faisceau F est donc localement libre ([H2] prop. 2.6) de seconde classe de Chern c2(F ) = 1 et h
0(F ) = 1.
Supposons enfin qu’il existe une section du fibre´ FS ne s’annulant pas auquel cas ledit fibre´ est
isomorphe au fibre´ H0(FS) ⊗ OS et donc ℓ(RS) = 2 et c2(F ) = 0. On en de´duit l’ine´galite´ χ(F ) =
c3(F )
2 +2 = h
0(F )−h1(F ) ≤ 2−h1(F ). puis c3(F ) = 0 puisque c3(F ) ≥ 0 ([H2] prop. 2.6) et h
0(F ) = 2.
Le faisceau F est donc localement libre ([H2] prop. 2.6). Supposons qu’il existe une section globale
non nulle de F dont le lieu des ze´ros Z est non vide. Le sche´ma Z est de dimension pure 1 puisque
h0(F (−1)) = 0 et F est donc extension de IZ par OX . On en de´duit h
0(F ) = 1 ce qui est absurde. Le
faisceau F est donc isomorphe au fibre´ H0(F )⊗OX . 
Lemme 3.2.−Soit R un faisceau cohe´rent sur Pn (n ≥ 1) tel que h0(R(−1)) = 0 et χ(R(n)) = n+ 1. Il
existe alors une droite ℓ ⊂ Pn telle que R = Oℓ.
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De´monstration.−Le faisceau R est de dimension 1 et on a donc h0(R) = h1(R)+1 ≥ 1. Soient s ∈ H0(R)
une section non nulle et IZ le noyau de l’application induite OPn −→ R. On a h
0(OZ(−1)) = 0 et Z est
donc de dimension pure 1. Conside´rons une section hyperplane ge´ne´rique S ∈ |OPn(1)|. On a ℓ(RS) = 1
et l’inclusion OZ∩S ⊂ RS est donc un isomorphisme. On en de´duit que Zred est une droite ℓ ⊂ P
n et que
le sche´ma Z est ge´ne´riquement re´duit le long de ℓ. Le noyau de l’application surjective OZ −→ Oℓ est de
dimension ze´ro et donc trivial puisque h0(OZ(−1)) = 0. On a donc R = Oℓ puisque ces deux faisceaux
ont meˆme polynoˆme caracte´ristique. 
Lemme 3.3.−Soit R un faisceau cohe´rent sur Pn (n ≥ 1) tel que h0(R(−1)) = 0 et χ(R(n)) = 2n + 2.
Alors il existe deux droites ℓ1 ⊂ P
n et ℓ2 ⊂ P
n telles que R soit extension de Oℓ2 par Oℓ1 ou bien R(−1)
est une theˆta-caracte´ristique sur une conique lisse C ⊂ Pn.
De´monstration.−Le faisceau R est de dimension 1 et on a donc h0(R) = h1(R)+2 ≥ 2. Soient s ∈ H0(R)
une section non nulle et IZ le noyau de l’application induite OPn −→ R. On a h
0(OZ(−1)) = 0
et Z est donc de dimension pure 1. Soit S ∈ |OPn(1)| une section hyperplane ge´ne´rique. On a
0 < ℓ(Z ∩ S) ≤ ℓ(RS) = 2. Notons Q le conoyau de l’inclusion OZ ⊂ R.
Supposons ℓ(Z∩S) = 1.−Le support du sche´ma Z est alors une droite ℓ1 et ledit sche´ma est ge´ne´riquement
re´duit le long de ℓ1. On a donc une application surjective OZ −→ Oℓ1 dont le noyau est de dimension ze´ro.
Ledit noyau est en fait trivial puisque h0(OZ(−1)) = 0. Enfin, on a χ(Q(n)) = n + 1 et h
0(Q(−1)) = 0
et le lemme 3.2 permet de conclure.
Supposons ℓ(Z ∩ S) = 2 et Q non trivial.−On a h1(R(−1)) = 0 et on a donc h1(R(k)) = 0 pour
k ≥ −1 (1.8). On en de´duit en particulier h0(R) = 2 et h0(R(1)) = 4. Conside´rons la suite exacte :
0 −→ OZ(1) −→ R(1) −→ Q(1) −→ 0
ou` Q est de dimension ze´ro. Le faisceau R(1) est engendre´ par ses sections globales (1.8) et l’application
H0(R(1)) −→ H0(Q(1)) n’est donc pas identiquement nulle. On en de´duit h0(OZ(1)) ≤ 3 et h
0(IZ (1)) ≥
n− 2. Il existe donc un plan P2 ⊂ Pn contenant le sche´ma Z. Notons JZ l’ide´al de Z dans ledit plan. On
a c1(JZ) = −2 et on a donc une inclusion JZ ⊂ OP2(−2) qui induit une application surjective OZ −→ OC
ou` C est une conique. Son noyau est de dimension ze´ro et donc trivial puisque h0(OZ(−1)) = 0. On a
donc une suite exacte :
0 −→ OC −→ R −→ k(p) −→ 0
Si p /∈ C alors l’extension pre´ce´dente est triviale ce qui est absurde puisque h0(R(−1)) = 0. On a donc
p ∈ C. Montrons que R est un OC - module. Soit f ∈ H
0(IC(k)) (k ≥ 0) l’e´quation d’une hypersurface
de degre´ k contenant C. Conside´rons le diagramme commutatif suivant :
0 0 0
y
y
y
0 −−−−→ OC(−k) −−−−→ K(−k) −−−−→ k(p)(−k)
∥∥∥
y
∥∥∥
0 −−−−→ OC(−k) −−−−→ R(−k) −−−−→ k(p)(−k) −−−−→ 0
y×f
y×f
y×f
0 −−−−→ OC −−−−→ R −−−−→ k(p) −−−−→ 0
ou` les complexes horizontaux sont exacts. Si l’application K −→ k(p) est nulle alors on a une inclusion
R(−k)/K(−k) ⊂ R avec R(−k)/K(−k) de dimension ze´ro ce qui est impossible puisque h0(R(−1)) = 0.
Ladite application est donc surjective et on en de´duit que l’application R(−k) −→ R est nulle. Le faisceau
R est donc un OC -module. On ve´rifie alors qu’on a une suite exacte :
0 −→ Ip −→ H
0(R)⊗OC −→ R −→ 0
ou` Ip est l’ide´al de p dans C. Si C est une conique lisse alors R(−1) est la theˆta-caracte´ristique sur C.
Supposons C non lisse et soit ℓ ⊂ C une droite contenant p. L’inclusion Iℓ ⊂ H
0(R) ⊗ OC se factorise
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a` travers l’inclusion Iℓ ⊂ OC et on obtient ainsi une inclusion Oℓ ⊂ R dont le conoyau est e´galement
isomorphe au faisceau structural d’une droite (3.2).
Supposons ℓ(Z ∩ S) = 2 et Q = 0.−Le sche´ma Zred est de degre´ au plus 2. S’il est de degre´ 2 ledit
sche´ma est ou bien re´union de deux droites distinctes ou bien une conique lisse. On a alors une appli-
cation surjective OZ −→ OC dont le noyau est trivial si C est re´union de droites disjointes et supporte´
en un point sinon. Ce dernier cas est impossible puisque h0(OZ(−1)) = 0. Si Zred est de degre´ 1 alors
Zred est une droite ℓ ⊂ P
n et on a une surjection OZ −→ Oℓ dont le noyau K ve´rifie χ(K(n)) = n+ 1 et
h0(K(−1)) = 0. Ce noyau est donc isomorphe au faisceau Oℓ (3.2). 
Lemme 3.4.−Soient X ⊂ P4 une cubique lisse et θ une theˆta-caracte´ristique sur une conique lisse C ⊂ X.
On conside´re le faisceau E noyau de l’application surjective H0(θ(1))⊗OX −→ θ(1). Alors E est stable
de classes de Chern c1(E) = 0, c2(E) = 2 et c3(E) = 0.
De´monstration.−Le calcul des classes de Chern de E est imme´diat. Soit F ⊂ E un sous-faisceau de
rang 1 de E. Le faisceau F est de la forme IZ(a) ou` Z ⊂ X est un sous-sche´ma ferme´ de dimension au
plus 1 et a ∈ Z. On a un diagramme commutatif a` lignes et colonnes exactes :
0 0
y
y
H0(θ(1))⊗ IC H
0(θ(1)) ⊗ ICy
y
0 −−−−→ E −−−−→ H0(θ(1))⊗OX −−−−→ θ(1) −−−−→ 0y
y
∥∥∥
0 −−−−→ θ −−−−→ H0(θ(1)) ⊗OC −−−−→ θ(1) −−−−→ 0y
y
0 0
Notons F0 le noyau de l’application induite F −→ θ. On a une inclusion F0 ⊂ H
0(θ(1))⊗ IC . Le faisceau
H0(θ(1)) ⊗ IC est µ-semi-stable de pente nulle et on a donc c1(F ) = c1(F0) ≤ c1(H
0(θ(1)) ⊗ IC) = 0
puisque θ est de dimension 1.
Si c1(F ) < 0 on a χ(F (n)) <
1
2χ(E(n)) pour n≫ 0 par un calcul classique. Si c1(F ) = 0 alors F = IZ
avec codim(Z) ≥ 2 et on a donc I∗∗Z = OX . L’inclusion IZ ⊂ H
0(θ(1)) ⊗ OX de´duite de l’inclusion
E ⊂ H0(θ(1)) ⊗ OX est donc donne´e par une section non nulle s ∈ H
0(θ(1)). L’application induite
IZ −→ θ(1) associe donc la section f|Cs a` la fonction f . La section s e´tant ge´ne´riquement non nulle on
en de´duit IZ ⊂ IC et donc χ(IZ(n)) ≤ χ(IC(n)) <
1
2χ(E(n)) pour n ≫ 0 puisque χ(IC(n)) =
n3
2 +
3n2
2
et χ(E(n))2 =
n3
2 +
3n2
2 + n. 
The´ore`me 3.5.−Soient X une cubique lisse de P4 et E un faisceau de rang 2 semi-stable de classes
de Chern c1(E) = 0, c2(E) = 2 et c3(E) = 0. Si E est stable alors ou bien E est localement libre ou bien
E est associe´ a` une conique lisse C ⊂ X (3.4). Si E est semi-stable non stable alors le gradue´ de E est
somme directe des ide´aux de deux droites de X.
De´monstration.−Soit F le bidual de E et R le conoyau de l’injection canonique E ⊂ F . Le faisceau
E est localement libre ou bien F est localement libre de seconde classe de Chern c2(F ) = 1 et h
0(F ) = 1
ou bien F = H0(F )⊗OX (3.1). On a χ(E(n)) = n
3 + 3n2 + 2n et χ(OX(n)) =
n3
2 +
3n2
2 + 2n+ 1 et on
en de´duit h0(E) = 0 puisque E est semi-stable.
Supposons E localement libre.−On a h0(E) = 0 puisque E est semi-stable et le fibre´ E est donc sta-
ble.
Supposons F localement libre de seconde classe de Chern c2(F ) = 1 et h
0(F ) = 1.− Alors χ(R(n)) =
7
n + 1. Soit s ∈ H0(F ) une section non nulle. Elle s’annule le long d’une droite ℓ2 ⊂ X (2.1). On a
h0(E) = 0 et la section s de F induit une application non nulle OX −→ R. Notons IZ le noyau de
l’application pre´ce´dente. Le sche´ma Z est de dimension 1. Sinon on aurait une inclusion IZ ⊂ E avec
χ(IZ(n)) =
n3
2 +
3n2
2 + 2n+1− ℓ(Z) ce qui est impossible par semi-stabilite´ de E. Soit S ∈ |OX(1)| une
section hyperplane ge´ne´rique. L’inclusion OZ∩S ⊂ RS est un isomorphisme puisque ℓ(RS) = 1. Aussi
la composante de dimension 1 du support de Z est une droite ℓ1 et on a donc une application surjective
OZ −→ Oℓ1 . On en de´duit R = Oℓ1 puisque ces deux faisceaux ont meˆme polynoˆme caracte´ristique.
L’application OX −→ Oℓ1 est non nulle et les droites ℓ1 et ℓ2 sont donc disjointes. Conside´rons le
diagramme commutatif a` lignes et colonnes exactes :
0 0
y
y
0 −−−−→ Iℓ1 −−−−→ OX −−−−→ Oℓ1 −−−−→ 0y
y
∥∥∥
0 −−−−→ E −−−−→ F −−−−→ Oℓ1 −−−−→ 0y
y
Iℓ2 Iℓ2y
y
0 0
On en de´duit que le faisceau E est semi-stable non stable et que son gradue´ est Iℓ1 ⊕ Iℓ2 .
Supposons F = H0(F ) ⊗ OX .− On a χ(R(n)) = 2n + 2 et h
0(E) = 0 puisque E est semi-stable.
On en de´duit en particulier h0(R) ≥ 2. Conside´rons une section hyperplane ge´ne´rique S ∈ |OX(1)|. On
a la suite exacte :
0 −→ ES −→ H
0(X,F )⊗OS −→ RS −→ 0
L’application H0(H0(X,F )⊗OS) −→ H
0(RS) n’est pas nulle puisque le morphisme H
0(F )⊗OS −→ RS
est surjectif. On a donc h0(ES) ≤ 1. Si h
0(ES) = 0 alors l’application H
0(FS) −→ H
0(RS) est un
isomorphisme et l’application H0(FS) ⊗ H
0(OS(n)) −→ H
0(RS(n)) est surjective pour tout n ≥ 0
puisqu’il existe une section hyperplane de S e´vitant le support de RS . Si h
0(ES) = 1 alors le quotient
H0(FS)/H
0(ES) est de dimension 1 et on a une application surjective (H
0(FS)/H
0(ES))⊗OS −→ RS .
Or ℓ(RS) = 2 et OS(1) est tre`s ample et l’application (H
0(FS)/H
0(ES)) ⊗H
0(OS(n)) −→ H
0(RS(n))
est donc surjective pour n ≥ 1. Il en re´sulte que l’application H0(FS) ⊗H
0(OS(n)) −→ H
0(RS(n)) est
e´galement surjective. On a donc finalement h1(ES(n)) = 0 pour n ≥ 1 puisque h
1(OS(n)) = 0 pour
n ≥ 1. La suite exacte :
0 −→ E(n− 1) −→ E(n) −→ ES(n) −→ 0
donne h2(E(n − 1) ≤ h2(E(n)) pour n ≥ 1. On a donc h2(E(n)) = 0 pour n ≥ 0 puisque h2(E(n)) = 0
pour n≫ 0. En particulier h2(E) = 0. On de´duit de la suite exacte :
0 −→ E −→ H0(X,F )⊗OX −→ R −→ 0
l’e´galite´ h3(E) = 0. Mais χ(E) = 0 et on a donc h1(E) = 0. On en de´duit h0(R) = 2 et l’inclusion
H0(F ) ⊂ H0(R) est donc un isomorphisme. Montrons alors que l’application de restriction H0(R) −→
H0(RS) est injective. Supposons le contraire. Il existe donc une section s ∈ H
0(R) non nulle dont
l’image dans H0(RS) est nulle. Notons IZ le noyau de l’application OX −→ R de´finie par le section s
et Q le conoyau de l’inclusion OZ ⊂ R. Par hypothe`se, l’application OZ∩S −→ RS est nulle et on a
donc RS = QS . Le faisceau Q est donc de dimension 1 et c2(Q) = c2(R). Le sche´ma Z est donc de
dimension 0. Or χ(IZ(n)) =
n3
2 +
3n2
2 + 2n+ 1 − ℓ(Z) ce qui est en contradiction avec la semi-stabilite´
de E puisqu’on a une inclusion IZ ⊂ E. L’application de restriction H
0(R) −→ H0(RS) est injective et
on a donc h0(R(−1)) = 0. Le faisceau R(−1) est donc ou bien une theˆta-caracte´ristique sur une conique
lisse C ⊂ X auquel cas E est stable (3.4) ou bien il existe deux droites ℓ1 ⊂ X et ℓ2 ⊂ X telles que R soit
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extension de Oℓ1 par Oℓ2 (3.3) auquel cas on a un diagramme commutatif a` lignes et colonnes exactes :
0 0 0
y
y
y
0 −−−−→ Iℓ1 −−−−→ E −−−−→ Iℓ2 −−−−→ 0y
y
y
0 −−−−→ OX −−−−→ H
0(F )⊗OX −−−−→ OX −−−−→ 0
y
y
y
0 −−−−→ Oℓ1 −−−−→ R −−−−→ Oℓ2 −−−−→ 0y
y
y
0 0 0
On en de´duit que le gradue´ de E est le faisceau Iℓ1 ⊕ Iℓ2 . 
4. Espace des modules des faisceaux semi-stables sur la cubique de P4
(4.1) Soit X ⊂ P4 une hypersurface cubique lisse et soit (Def(E), 0) l’espace des de´formations
verselles d’un faisceau cohe´rent E sur X . L’espace tangent a` Def(E) en 0 s’identifie a` l’espace vec-
toriel Ext1X(E,E). Le germe analytique Def(E) est lisse en 0 si Ext
2
X(E,E) = 0.
Lemme 4.2.−Soient X ⊂ P4 une cubique lisse et θ une theˆta-carate´ristique sur une conique lisse C ⊂ X.
Soit E le noyau de la surjection H0(θ(1)) ⊗OX −→ θ(1). Alors Ext
2
X(E,E) est nul et l’espace vectoriel
complexe Ext1X(E,E) est de dimension 5.
De´monstration.−Soit F le noyau de la surjection OP4 ⊕OP4 −→ θ(1). On ve´rifie que le faisceau F (1) est
engendre´ par ses sections globales en utilisant le crite`re de Mumford-Castelnuovo (1.8). On en de´duit
que le faisceau E(1) est e´galement engendre´ par ses sections globales puisqu’on a un morphisme surjectif
F|X(1) −→ E(1). On a donc HomX(E, θ(−1)) ⊂ HomX(H
0(E(1)) ⊗OX(−1), θ(−1)) = 0. Conside´rons
la suite exacte :
Ext2X(H
0(θ(1))⊗OX , E) −→ Ext
2
X(E,E) −→ Ext
3
X(θ(1), E)
On a Ext2X(H
0(θ(1)) ⊗ OX , E) ≃ H
0(θ(1)) ⊗H2(E) = 0 et Ext3X(θ(1), E) ≃ HomX(E, θ(−1))
∗ = 0 et
donc Ext2X(E,E) = 0. Enfin, Ext
3
X(E,E) ≃ HomX(E,E(−2))
∗ = 0 et HomX(E,E) ≃ C. L’espace
vectoriel complexe Ext1X(E,E) est donc de dimension 5 puisque χ(E,E) =
∑
(−1)iExtiX(E,E) = −4.
Lemme 4.3.−Soit X ⊂ P4 une cubique lisse et soient ℓ1 ⊂ X et ℓ2 ⊂ X deux droites. Le groupe
Ext2X(Iℓ1 , Iℓ2) est nul et l’espace vectoriel complexe Ext
1
X(Iℓ1 , Iℓ2) est de dimension 1 si ℓ1 6= ℓ2 et de
dimension 2 si ℓ1 = ℓ2.
De´monstration.−On a un isomorphisme Ext3X(Oℓ1 , Iℓ2) ≃ HomX(Iℓ2 ,Oℓ1(−2))
∗. Or le faisceau Iℓ2(1) est
engendre´ par ses sections globales et on a donc HomX(Iℓ2 ,Oℓ1(−2)) ⊂ HomX(H
0(Iℓ2(1))⊗OX(−1),Oℓ1(−2)) =
0. Conside´rons la suite exacte :
Ext2X(OX , Iℓ2) −→ Ext
2
X(Iℓ1 , Iℓ2) −→ Ext
3
X(Oℓ1 , Iℓ2)
On en de´duit Ext2X(Iℓ1 , Iℓ2) = 0 puisque Ext
2
X(OX , Iℓ2) = 0. On a Ext
3
X(Iℓ1 , Iℓ2) ≃ HomX(Iℓ2 , Iℓ1(−2))
∗ =
0 et χ(Iℓ1 , Iℓ2) =
∑
(−1)iExtiX(Iℓ1 , Iℓ2) = Ext
0
X(Iℓ1 , Iℓ2) − Ext
1
X(Iℓ1 , Iℓ2) = χ(Iℓ1 , Iℓ1) = −1. L’espace
vectoriel complexe Ext1X(Iℓ1 , Iℓ2) est donc de dimension 1 si ℓ1 6= ℓ2 et de dimension 2 si ℓ1 = ℓ2 puisque
HomX(Iℓ1 , Iℓ2) = 0 si ℓ1 6= ℓ2 et HomX(Iℓ1 , Iℓ2) ≃ C si ℓ1 = ℓ2. 
(4.4) Soient N ≥ 1 un entier et V un espace vectoriel complexe. Soient Q le sche´ma de Hilbert-
Grothendieck parame´trant les quotients V ⊗ OX(−N) −→ E sur X de rang 2 et de classes de Chern
c1(E) = 0, c2(E) = 2, c3(E) = 0 et L la polarisation naturelle ([S]). Le groupe G = PGL(V ) agit sur
Q et une puissance convenable de L est G-line´arise´e. Soit Qssc l’ouvert des points PGL(V )-semi-stables
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correspondants a` des quotients sans torsion et Qc l’adhe´rence de Q
ss
c dans Q. Lorsque l’entier N et
l’espace vectoriel V sont convenablement choisis les proprie´te´s suivantes sont satisfaites. L’application
V ⊗OX −→ E(N) induit un isomorphisme V ≃ H
0(E(N)) et hi(E(k)) = 0 pour k ≥ N et i ≥ 1 et pour
tout quotient E de Qc. Le point [E] ∈ Qc est PGL(V )-semi-stable si et seulement si le faisceau E est
semi-stable si et seulement si [E] ∈ Qssc . Le stabilisateur de [E] dans GL(V ) s’identifie au groupe des
automorphismes du faisceau E et l’espace des modules M est alors le quotient de Mumford :
Qssc //G
Lemme 4.5.−Sous les hypothe`ses pre´ce´dentes, le sche´ma Qssc est lisse.
De´monstration.−L’espace tangent a` Qssc en un point [E] est isomorphe a` HomX(F,E) ou` F est le noyau
de l’application V ⊗OX(−N) −→ E. Le sche´ma Q
ss
c est lisse en ce point si Ext
1
X(F,E) = 0. Conside´rons
la suite exacte :
Ext1X(V ⊗OX(−N), E) −→ Ext
1
X(F,E) −→ Ext
2
X(E,E)
On en de´duit une inclusion Ext1X(F,E) ⊂ Ext
2
X(E,E) puisque h
1(E(N)) = 0. Il suffit donc de prouver
Ext2X(E,E) = 0. Si E est stable et localement libre alors le re´sultat est de´montre´ par [M-T] (lemme
2.7). Si E est stable non localement libre alors l’annulation cherche´e est donne´e par le lemme 4.2. Si E
est strictement semi-stable alors E est extension de Iℓ2 par Iℓ1 ou` ℓ1 ⊂ X et ℓ2 ⊂ X sont deux droites.
L’annulation cherche´e re´sulte alors facilement du lemme 4.3. 
The´ore`me 4.6.−Soit X ⊂ P4 une hypersurface cubique lisse. L’espace des modules MX des faisceaux
semi-stables de rang 2 sur X de classes de chern c1 = 0, c2 = 2 et c3 = 0 est lisse de dimension 5.
De´monstration.−Soient x ∈ Qssc et E le faisceau correspondant. Soit Q
s
c ⊂ Qc l’ouvert des faisceaux
stables et M sX l’ouvert des classes d’isomorphismes de faisceaux stables. Le sche´ma Q
s
c est un fibre´ prin-
cipal sous G au dessus de M sX et M
s
X est donc lisse (4.5). Il nous reste a` e´tudier MX en E = Iℓ1 ⊕ Iℓ2 ou`
ℓ1 ⊂ X et ℓ2 ⊂ X sont deux droites (3.5). L’orbite O(x) du point x sous G est ferme´e. Son stabilisateur
Gx est un groupe re´ductif et il existe un sous-sche´ma affine W ⊂ Q
ss
c passant par x localement ferme´ et
stable sous l’action de Gx tel que le morphisme W//Gx −→ Q
ss
c //G soit e´tale ([L]). Soit (W,x) le germe
de W en x et soit F la restriction a` X × (W,x) du quotient tautologique sur X × Q. Alors ((W,x), F )
est un espace de de´formation verselles pour le faisceau E ([O] prop. 1.2.3). Le germe W est donc lisse
en x (4.3) et puisque le morphisme W//Gx −→ Q
ss
c //G est e´tale il suffit donc prouver que le quotient
W//Gx est lisse en [x]. Or il existe un morphisme Gx-line´aire (W,x) −→ (TxW, 0) e´tale en x tel que le
morphisme induit W//Gx −→ TxW//Gx soit e´tale en [x] ([L]). Il suffit donc de prouver que le quotient
TxW//Gx est lisse en 0.
Supposons les droites ℓ1 et ℓ2 distinctes. L’espace tangent TxW = Ext
1
X(E,E) = ⊕i,jExt
1
X(Iℓi , Iℓj )
est de dimension 6 (4.3) et Gx = Gm ×Gm agit sur ledit espace par la formule ([O] lemme 1.4.16):
(t, t′).(
∑
i,j
ei,j) = e1,1 +
t
t′
e1,2 +
t′
t
e2,1 + e2,2
On ve´rifie facilement que le quotient TxW//Gx est isomorphe a` l’espace affine A
5 et en particulier lisse
en 0.
Supposons les droites ℓ1 et ℓ2 confondues et notons ℓ cette droite. L’espace tangent TxW = Ext
1
X(E,E)
est de dimension 8 (4.3) et Gx = PGL(2). Posons T = Ext
1
X(Iℓ, Iℓ) et soit U un espace vectoriel de
dimension 2. Le groupe Gx agit sur TxW = T ⊗End(U) par conjugaison sur End(U) ([O] lemme 1.4.16).
Le quotient Tx//Gx est isomorphe a` l’espace affine A
5 ([La] III cas 2) et en particulier lisse en 0. 
Lemme 4.7.−Soient X ⊂ P4 une cubique lisse et MX l’espace des modules des faisceaux de rang 2
semi-stables de classes de Chern c1 = 0, c2 = 2 et c3 = 0. Le sous-sche´ma localement ferme´ de MX des
faisceaux stables non localement libres est irre´ductible de dimension 4 et le sous-sche´ma ferme´ de MX
des faisceaux strictement semi-stables est e´galement irre´ductible de dimension 4.
De´monstration.−Soient B la surface de Fano de X et Z ⊂ X × B la varie´te´ d’incidence. La varie´te´
Z est lisse et irre´ducible de dimension 3 et le morphisme Z −→ B induit par la seconde projection fait
de Z un fibre´ en droites projectives localement trivial pour la topologie de Zariski ([T]). Notons XZ la
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varie´te´ obtenue en e´clatant Z dans le produit X ×B et notons p et q les morphismes induits sur X et B
respectivement. La fibre du morphisme q au-dessus d’un point [ℓ] ∈ B s’identifie a` Xℓ (1.1). Soit Q le
fibre´ de rang 3 sur B dont la fibre au-dessus d’un point [ℓ] ∈ B est l’ensemble des e´quations des hyperplans
de P4 contenant la droite ℓ. Le morphisme surjectif naturel q∗Q։ p∗OX(1) induit un morphisme propre
et dominant XZ
c
−→ PB(Q). Le morphisme p×c induit un plongement de XZ dans X×PB(Q) au-dessus
de PB(Q). L’ensemble des points de PB(Q) est en bijection ensembliste avec l’ensemble des coniques
trace´es sur X . Soit U ⊂ PB(Q) l’ouvert des coniques lisses et soit π la projection de PB(Q) sur B. Soit
x ∈ U et Cx = c
−1(x) ⊂ X la conique correspondante. La conique Cx engendre un plan de P
4 dont
l’intersection re´siduelle avecX est la droite π(x) = [ℓx]. Soit Y = (c
−1(U) ∩ ZU )red ⊂ c
−1(U) ⊂ U×P4 ou`
ZU = Z ×B U . Le morphisme induit Y −→ U est alors fini de degre´ 2. La fibre du morphisme pre´ce´dent
au dessus d’un point x ∈ U est ensemblistement l’intersection Cx ∩ ℓx. Supposons Y irre´ductible. Le
sche´ma c−1(U)×U Y posse´de une section au dessus de Y . Ladite section de´termine un morphisme quasi-
fini Y −→ MX dont l’image est pre´cise´ment le sous-sche´ma localement ferme´ des faisceaux stables non
localement libres (3.4). Le lemme est donc de´montre´ dans ce cas. Si Y n’est pas irre´ductible alors le
morphisme c posse´de une section au-dessus de l’ouvert U et l’argument pre´ce´dent s’applique directement.
Les faisceaux strictement semi-stables sont parame´tre´s par les couples de droites de X (3.5). Or on a
un morphisme quasi-fini B×B −→MX dont l’image est le ferme´ des faisceaux strictement semi-stables.
La surface B est irre´ductible et ledit ferme´ l’est donc e´galement. 
The´ore`me 4.8.−Soient X ⊂ P4 une cubique lisse et MX l’espace des modules des faisceaux de rang
2 semi-stables de classes de Chern c1 = 0, c2 = 2 et c3 = 0. Soit B la surface de Fano de X. Alors MX
est isomorphe a` l’e´clatement d’un translate´ de la surface −B dans la jacobienne interme´diaire de X.
De´monstration.−Soit U ⊂ MX l’ouvert des fibre´s vectoriels stables ; MX \ U est de dimension 4 (3.5 et
4.7). L’espace des modules MX est lisse de dimension 5 (4.6) et l’ouvert U est donc dense. La varie´te´
MX est donc irre´ductible (2.6 et [I-M] cor. 5.1).
L’espace des modules MX est le quotient de Mumford Q
ss
c //G ou` Q
ss
c est lisse (4.5). Soit E une
famille universelle sur Qssc ×X . Fixons t0 ∈ Q
ss
c . L’application
Qssc → J(X)
t 7→ c2(Et)− c2(Et0)
est alge´brique (1.1) et e´quivariante sous l’action du groupe G. On en de´duit un morphisme que nous
noterons encore c2 de MX vers J(X). Ce morphisme est birationnel ([I-M] thm. 3.2) et induit un iso-
morphisme par restriction a` l’ouvert des fibre´s stables (2.6 et [M-T]).
Les varie´te´s MX et J(X) sont lisses et le lieu exceptionnel D de c2 est donc de codimension pure 1.
Le diviseur D a au plus deux composantes irre´ductibles. La restriction de c2 au diviseur des faisceaux
strictement semi-stables est ge´ne´riquement finie et le morphisme c2 est donc un isomorphisme au point
ge´ne´rique du diviseur conside´re´.
La grassmanienne des plans de P4 est rationnelle et les cubiques planes trace´es sur X sont donc toutes
rationnellement e´quivalentes. Soient C0 et C1 deux coniques trace´es sur X et ℓ0 et ℓ1 les intersections
re´siduelles respectives des plans des coniques avecX . On a donc C1 = C0+ℓ0−ℓ1 dans J(X). Si E est un
faisceau associe´ a` une conique C ⊂ X (3.4) alors c2(E) = C. On en de´duit que le diviseur adhe´rence des
faisceaux stables non localement libres est contracte´ sur un translate´ de −B dans J(X). Ce diviseur est
irre´ductible (4.7) etMX est donc isomorphe a` l’e´clatement d’un translate´ de −B dans J(X) ([L] thm. 2).
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